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[摘  要] 通过引入连续排水边界条件,本文研究了单级加载条件下的土体一维固结问题。首先,基于连续排水边界建立了单级

加载条件下的土体一维固结方程。进一步,利用分离变量法、积分变换技术等方法求得了孔隙水压力和固结度的解析解,并通

过与现有解析解进行对比分析验证了本文解的合理性。最后,对不同界面参数或加载过程时的土体固结性状进行了分析,结果

表明：基于连续排水边界条件的土体一维固结理论的边界条件能严格满足其初始条件,并且其退化结果表明固结方程是适定

的,且所得解是连续的。通过改变界面参数 b 和 c 的取值,可以得到包括基于 Terzaghi 排水边界的 Schiffman 解在内的连续解,

从而弥补了 Terzaghi 排水边界只能考虑完全透水和完全不透水的两种极端情况的不足。 
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引言 

土的固结问题一直是土力学的重点问题之一,它与土力

学的变形、强度以及稳定、渗透等有着非常紧密的关联。自

1925 年 Terzaghi 建立土体一维固结理论以来,固结方程从

一维模型逐渐向三维模型以及各种流变模型发展[1-4],初始

条件也从简单的瞬时加载发展为分级加载、矩形加载、循环

加载甚至随机加载[3-6]。综上可以看出,现有固结理论在固结

方程和初始条件优化方面取得了很大进展,但有关边界条件

的进展却相对较少。然而,边界条件对固结过程中水的排出

有着决定性作用。例如,将排水的砂土装在不排水的塑料袋

中,然后往塑料袋中加水,无论怎样施加荷载以及延长加载

时间,水都是不能排出的。常见的边界条件有 Terzaghi 边界

条件(完全透水边界和完全不透水边界)[1-5]和半透水边界条

件[2-8]。然而,上述排水边界都与时间无关,无法反映土体排

水边界随着固结过程不断深入的变化情况。基于此,梅国雄

等[9]提出了与时间相关的连续排水边界,并获得了该边界条

件下瞬时加载的土体一维固结问题解析解；随后,宗梦繁等
[10]对基于连续排水边界的土体固结问题进行了跟踪研究。 

实际工程中,加载阶段荷载近似直线关系增长,竣工后,

地基在恒定外荷载作用下固结。基于此,本文将荷载设定为

单级加载,并利用连续排水边界条件,得到了土体一维固结

问题解析解,基于所得解详细讨论了连续排水边界界面参数

对土体一维固结特性的影响。然后,将本文解所得结果与

Schiffman[6]基于 Terzaghi 排水边界所得结果进行了比较,

验证了连续排水边界在描述土体固结过程时的合理性。 

1 基本问题 

地基土的厚度、渗透系数、体积压缩系数分别为 H 、k

和 vm ,地基顶部作用有单级荷载 ( )p t ,如图 1 所示,图中 p0

表示最终加载量,对应的加载时间为t0。在单级等速荷载下,

荷载可表示为： 

0

0 0
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( )

      

mt t t
p t

p t t

≤ <
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式中,

0

0

p
m

t
=

,表示加载速率,当外荷载恒定时,t0 越

小其加载速率越大。 

 

图 1  荷载-时间关系 

反映土体一维固结过程的普遍方程可写为如下表达式[3]： 

2
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式中, u 为土体中的超静孔隙水压力, wγ
为水的重度, 

γ ′
为土体浮容重, z 为竖直方向, t 为时间。 

令该式中 ( )p tσ = ,且 k 和 H 为常量,可得变荷载作用

下的一维固结方程如下： 
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式中,
=v

w v

k
C

mγ 为土的竖向固结系数。 

由于 Terzaghi 一维固结理论只有完全排水和完全不排

水两种边界条件,并且存在边界条件与初始条件矛盾的问题,

为此引入连续排水边界条件[9]。即： 

(0, ) ( )

(2 , ) ( )

bt
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u h t p t e

−

−

 =


=                          (4) 

式中,b 、 c 为反映土体顶面和底面排水性状的界面参

数,其值可以通过试验模拟或工程实测反演得出。 

初始条件为：
( ,0) (0)u z p=

                       (5) 

2 土体一维固结解答 

令

(2 ) ( ) ( )

2 2

bt cth z p t e zp t e
u v

h h

− −−= + +
,并将其代入固

结方程(3),可将其齐次化为： 
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式中： 
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结合单级荷载 ( )p t 的表达形式, ( , )f z t 可写为： 
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边界条件和初始条件分别变为： 
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可设式(6)的解为： 
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将式(13)代入式(6)得： 
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式中, ( )nf t 可根据傅里叶级数表达如下： 
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其中, 
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因此,可得：
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单级等速荷载下, ( , 0 ) (0 ) 0u z p= = ,由于
( ,0) 0v z =

,

则
(0) 0nv =

。 

采用 Laplace 变换解式(18)的一阶非齐次常微分方程,

并通过 Laplace 逆变换可得： 
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其中, 
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参考文献[9]提出的方法,可得加载阶段土体中的超静

孔隙水压力u 为： 
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进一步,可得恒载阶段( 0t t≤ )土体中的超静孔隙水压

力u 为： 
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式中： 
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3 解答的论证与分析 

3.1 解的退化 

(1)加载阶段解的退化 

当界面参数 b、c→∞时,式(21)退化为： 
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式(24)与Schiffman[6]基于Terzaghi排水边界条件所得

解答一致。 

(2)恒载阶段解的退化 

当界面参数 b、c→∞时,式(23)简化为： 
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进一步,式(22)退化为： 
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式(26)与Schiffman[6]基于Terzaghi排水边界条件所得

解答一致。 

进一步,笔者编制了相应的计算程序,通过与Schiffman

解[6]进行对比分析来进一步验证本文解的合理性。现将连续

排水边界进行退化,即取界面参数b和c趋向无穷小和无穷大

时来分析。由文献[9]可知,当解中的级数项大于 5时,本文

解就能收敛,因此后文分析中级数项均取为 5。土体为软土,

其重度为 18.1kN/m3,弹性模量为 10MPa,泊松比为 0.3,渗透

系数为 7.4×10-3m/d。分析结果如图 2所示： 

 

图 2 本文解与 Schiffman 解的对比分析 

从图 2 可以看出,对本文方法,当界面参数 b 和 c 的值取

较小时,且Tv值也取较小时,u/p0的值趋于0.9,这是由于此时

排水速度很慢且排水时间很短所导致的；而Schiffman[6]基于

Terzaghi排水边界的结果(时间因数取很小时)在z=0和z=2h

处附近无法和实际情况相符；当界面参数 b 和 c 的值取较大

时,且Tv值也取较大时,u/p0的值随着深度呈对称分布且大小

趋于0。事实上,这时连续排水边界退化的结果与Schiffman[6]

基于Terzaghi排水边界的结果在时间因数取较大时所得出的

结果是一致的。这是由于此时排水速度很快且排水时间较长

导致的,u/p0 没有变为 0 的原因是处于加载阶段,外荷载的增

加首先要由孔隙水压力承担。因此用退化的方法再次证明连

续排水边界物理意义和结果的合理性。Terzaghi 排水边界条

件得出的解无法退化到本文方法退化所得到的解,其得出的

曲线不平缓,存在很大的突变,从本质上来讲就是由于

Terzaghi 固结方程的解不具有连续性,这是由于所给的边界

条件与初始条件之间的矛盾造成的。就是说无论时间因数取

多小,Tergaghi 固结方程得出的解在 z=0 和 z=2h 处为孔压始

终为 0,这与实际不符,当时间为 0 或很小时,上下排水面的孔

压不可能完全消散。 

3.2 b、c 取值对土体孔压的影响 
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图 3 加载阶段 b、c相等时的孔压分布曲线 

对于加载阶段,当界面参数b和c相等时,如图3所示,上
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下土层表现出来的透水性一样,因此得到的曲线是关于 z=h

时对称的。随着时间因数的逐步变大,排水面和土体内部一

样孔压逐步得到消散,而不是像 Schiffman 解[6]那样在排水

面重合于孔压零点(孔压均消散为 0)。另一个现象是在排水

面,孔压会先增大然后减小,这是由于开始时,排水面上孔压

随着外荷载的增加而增加,之后消散的速率大于增加的速率,

从而在排水面上表现出孔压先增后减的现象,这是 Terzaghi

排水边界无法反映的。 

对于加载阶段,当界面参数b和c的不相等时,如取b=3,c=2,

由图 4 可以看出,上半层土的曲线要明显陡于下半层土,说

明上顶面的排水速度要比下半层土快。因此,也可以理解为

界面参数b或c的取值越大,其对应的那半层土的排水速度

也就较快。用 Terzaghi 给出的单面排水边界条件计算出的

结果无法很客观地推广到双面透水性不同的情形中,其得

出的双面排水条件下的曲线总是关于深度 z=h 处对称的,

即认为上下 2 个面的透水性相同。从对图 4 的分析可以看

出,引进连续排水边界的好处在于可以通过调整 b和 c这 2

个界面参数的值来近似模拟实际土层的非对称排水特性。 
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图 4 加载阶段 b、c不相等时的孔压分布曲线 
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图 5 恒载阶段 b、c相等时的孔压分布曲线 
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图 6 恒载阶段 b、c不相等时的孔压分布曲线 

对于恒载阶段,当界面参数 b 和 c 相等时,如图 5 所示,

上下土层表现出来的透水性一样,因此得到的曲线是关于

z=h 对称的。随着时间因数的逐步变大,排水面和土体内部

一样孔压逐步得到消散,而不是像 Schiffman 解[6]那样在排

水面重合于孔压零点(孔压均消散为 0)。 

对于恒载阶段,当界面参数b和c不相等时,如取b=1,c=3,

从图 6 可以看出,下半层土的曲线要明显陡于上半层土,说

明下底面的排水速度要比上半层土快。用 Terzaghi 给出的

单面排水边界条件计算出的结果无法很客观地推广到双面

透水性不同的情形中,其得出的曲线总是关于深度 z=h 处对

称的,即认为上下 2个面的透水性相同。 

3.3 加载速率对孔压的影响 
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图 7 加载速率对孔压分布曲线的影响 

如图 7 所示,在控制土体其他参数不变的条件下,分析

变荷载下加载速率对孔压的影响。Tv0 越小表示加载到恒荷

载的时间越短,也就表明加载速率越快。从图中可以看出,

加载速率越快时,其加载阶段的孔压值越大,这是由于加载

速率快时,孔压消散的时间短,孔压未充分消散,从而孔压值

更大。而在恒载阶段,加载速率大时,同一时间因数下孔压值

越小,这是由于荷载快速加载完后,恒载下孔压消散的时间

越长,从而孔压值越小。 
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4 固结度分析 

按平均孔压定义的地基总固结度为： 

2

0

0

( ( ) )d

2

h

P

p t u z
U

hp

−
= 

                      (27) 

因此,可得加载阶段固结度为： 
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进一步,可得竣工期的固结度为： 
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图 8  b、c 值对土体固结度的影响 

如图 8 反映了恒荷载下界面参数 b、c 值对固结度的影

响。对比连续排水边界条件得到的固结度与 Schiffman 解
[6]得到的固结度可以看出：当界面参数 b、c 取值越大时,

透水性越大,孔压消散越快,其结果越来接近与经典

Terzaghi 排水边界的固结度；反之,当界面参数 b、c 取值

越小时,透水性越小,孔压消散越慢,其结果越来越偏离经

典 Terzaghi 排水边界的固结度；当时间因数较小时,经典

Terzaghi排水边界得出的固结度与连续排水边界得出的固

结度有较大差别,当时间因数大到一定程度时,两者相差相

对要小些。从图 8 还可以看出,Terzaghi 排水边界的固结

初期较快,而连续排水边界后期固结更快,当界面参数 b、c

取大值时,固结后期与 Terzaghi 排水边界得到的固结曲线

基本重合。这说明,对于实际工程而言,当排水边界界面参

考连续排水边界模型进行设计时,虽然固结初期排水较慢,

但却能使整个土层固结更加充分,不会导致上部土层固结

后导致下部土层排水变慢甚至难以排出水的情况,同时采

用连续排水边界模型进行设计时,最终固结时间基本不受

影响。采用连续排水边界模型进行实际排水边界设计时不

需要对界面进行完全排水处理,总体经济性明显要优于

Terzaghi 排水边界的设计方案。 
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图 9  变荷载加载速率对固结度的影响 

如图 9所示,在控制其他土体参数不变的情况下,分析

了加载速率对固结度的影响。Tv0越小,表示加载速率越快。

从图 9 可以看出,加载速率越快对应的土层固结也更快。加

载速率快时,前期固结更快,后期固结变慢；加载速率慢时,

前期固结慢,后期固结更快。连续排水边界条件下,当固结

度等于 80%时,Tv0 等于 0.1 对应的 Tv 约为 1.1,Tv0 等于 1

对应的Tv约为1.3,Tv0等于10对应的Tv约为8.4；Terzaghi

排水边界条件下,当固结度等于 80%时,Tv0等于 0.1对应的

Tv 约为 0.63,Tv0 等于 1 对应的 Tv 约为 1.2,Tv0 等于 10 对

应的 Tv 约为 8.4。可以看出加载速率快时,连续排水边界

条件得到的解与 Schiffman[6]基于 Terzaghi排水边界得到

的解差别较大；加载速率慢到一定程度时,两者固结曲线

几乎重合。 

5 主要结论 
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5.1连续排水边界条件能严格满足其初始条件,并且退化

结果表明方程是适定的,所得解是连续的,具有明确的物理

意义。基于连续排水边界条件的解析解可以通过调整界面参

数 b 和 c 的值来近似模拟不同土体的透水性,这是经典

Terzaghi 固结理论不可能实现的。在取相同时间因数时,连

续排水边界条件下得出的孔压始终大于 Terzaghi 排水边界

得出的孔压,说明 Terzaghi 排水边界条件下得出的土体排

水速度过快。 

5.2 外荷载的加载分为两个过程：加载阶段(t<t0)以及

恒载阶段(t>t0),两个时期的固结方程有所差异。在加载阶

段,超静孔隙水压力在界面参数 b 和 c 及时间因数一定时,

孔压随加载速率增大而增大；在恒载阶段,时间因数一定时,

孔压随加载速率增大而减小；若退化界面参数 b、c 趋于无

穷时,此时本文解的方程与 Terzaghi 排水边界下得到的方

程一致。 

5.3 在恒载阶段,外荷载为恒定值,在界面参数 b和 c为

一定值时,随着时间的增大,超静孔隙水压力随之减小,处于

消散状态。 

5.4 Terzaghi 排水边界的固结初期较快,而连续排水边

界后期固结更快,当界面参数 b、c 取大值时,固结后期与

Terzaghi 排水边界得到的固结曲线基本重合。 
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